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Univerzity Karlovy

Obsah
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1 Úvodem

Když chemik přemýšĺı o plynném ethylenu, pravděpodobně si představuje chaotické skotačeńı

jednotlivých molekul C2H4, které volně létaj́ı prostorem, otáčej́ı se, jejich vazebné délky se

natahuj́ı, zkracuj́ı a jejich vazebné úhly se zvětšuj́ı a zmenšuj́ı. Ačkoli se v daném okamžiku

každá molekula pohybuje maličko jinak, z hlediska konstituce je vždy libovolně vybraná

molekula identická s ostatńımi; každá váž́ı 28,05násobek atomové hmotnostńı jednotky.

Oproti tomu vzorek polyethylenu je tvořen směśı molekul, které se navzájem lǐśı délkou svých

řetězc̊u (tzv. polymerizačńım stupněm), a tedy ani jejich hmotnost neńı jednotná. Protože

těžko můžeme předpov́ıdat, na jakou délku během polymerizace ethylenu naroste konkrétńı

radikál, nezbývá než se smı́̌rit s t́ım, že v př́ıpravách polymer̊u hraje určitou roli náhoda.

Délky řetězc̊u makromolekul daného polymerńıho vzorku (resp. jejich hmotnosti) se tak vždy

pohybuj́ı v určitém intervalu, přičemž některé hodnoty z tohoto intervalu se vyskytuj́ı v́ıce

a jiné méně často.

Slovy matematické statistiky bychom situaci popsali tak, že polymerizačńı stupeň poly-

meru (popř. jeho molekulová hmotnost) je náhodnou veličinou, tj. takovou matematickou

”
funkćı“, která nabývá r̊uzných hodnot s r̊uznou pravděpodobnost́ı. V tomto textu si proto

uvedeme základńı pojmy, které s náhodnými veličinami souviśı, a následně je využijeme

k popisu polymerizačńıch stupň̊u.

2 Nezbytné pojmy matematické statistiky

Přesná definice náhodné veličiny by nás nikam př́ılǐs neposunula, za pozornost však stoj́ı fakt,

že náhodné veličiny mohou být diskrétńı, či spojité, podle toho, zda nabývaj́ı konečného,

či nekonečného počtu hodnot. Pokud bychom uvažovali náhodnou veličinu počet ok při hodu

obyčejnou kostkou, nabývala by hodnot z množiny {1, 2, 3, 4, 5, 6} a žádných jiných, jde tedy

o náhodnou veličinu diskrétńı. Naopak náhodná veličina hladina glukosy v krvi je veličinou

spojitou, protože nabývá hodnot z intervalu (0,∞).

Kĺıčovým pojmem je tzv. pravděpodobnostńı rozděleńı (distribuce) náhodné veličiny,

které popisuje, jaké hodnoty náhodné veličiny jsou spojeny s větš́ı pravděpodobnost́ı než

ostatńı. V př́ıpadě diskrétńıch veličin obvykle popisujeme pravděpodobnostńı rozděleńı po-

moćı jednoduché tabulky. V př́ıpadě naš́ı veličiny počet ok při hodu obyčejnou kostkou

bychom vytvořili např. Tabulku 1.

Tabulka 1: Tabulka pravděpodobnostńıho rozděleńı náhodné veličiny počet ok při hodu obyčejnou

kostkou.

počet ok 1 2 3 4 5 6

pravděpodobnost 1
6

1
6

1
6

1
6

1
6

1
6
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Jiná je situace v př́ıpadě spojitých náhodných veličin. Protože tyto veličiny mohou nabývat

nekonečně mnoha hodnot, těžko bychommohli sepsat tabulku podobnou Tabulce 1. Rozděleńı

pravděpodobnosti nyńı poṕı̌seme matematickou funkćı, kterou nazýváme hustota pravděpodo-

bnosti. V př́ıpadě náhodné veličiny hladina glukosy v krvi v jednotkách mmol/l bychom mohli

rozděleńı pravděpodobnosti popsat pomoćı funkce proměnné c (proč takové, uvid́ıme v ka-

pitole 4):

f(c) =
1

0,4 ·
√
2π

e
− (c−4,7)2

2·0,42 . (1)

Graf této funkce je znázorněn na Obrázku 1a. Muśıme si však uvědomit, že tato funkce

je skutečně hustotou pravděpodobnosti, nikoli pravděpodobnost́ı samotnou. Tato funkce

nepřǐrazuje jednotlivým čas̊um hodnoty pravděpodobnost́ı, naopak, takové pravděpodobnosti

by byly vždy rovny nule (možných hodnot krevńı koncentrace glukosy je nekonečně mnoho,

pravděpodobnost jedné konkrétńı hodnoty, např. 5,126357 mmol/l, je tedy nutno brát jako

nulovou).

a) b)

Obrázek 1: a) Graf hustoty pravděpodobnosti náhodné veličiny hladina glukosy v krvi (v jed-

notkách mmol/l). b) Pravděpodobnost, že náhodná veličina nabyde hodnoty z intervalu (4,50;

4,75), je přibližně 24,1 % (modrá plocha). Pravděpodobnost, že nabyde hodnoty z intervalu (5,25;

5,50), je přibližně 6,2 % (zelená plocha).

Jediná otázka, kterou má smysl si klást, je otázka na pravděpodobnost, s jakou spojitá

veličina nabyde hodnoty z určitého intervalu (libovolně velkého). Např́ıklad naše náhodná

veličina popisuj́ıćı hladinu glukosy v krvi nabývá hodnot z intervalu (4,50; 4,75) s pravděpodo-

bnost́ı 24,1 %. Tuto hodnotu bychom mohli vypoč́ıtat jako velikost plochy pod grafem hus-

toty pravděpodobnosti, která je vymezená př́ıslušným intervalem (viz Obrázek 1b, modrá

plocha). Tuto plochu vztahujeme v̊uči velikosti plochy pod celým grafem (tj. vymezené in-

tervalem (−∞,∞)), proto źıskáváme pravděpodobnost v procentech. Stejným zp̊usobem

bychom z tohoto grafu např́ıklad odečetli, že hladina glukosy padne do intervalu (5,25; 5,50)

s pravděpodobnost́ı 6,2 % (zelená plocha na Obrázku 1b).
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Ćıt́ıme, že ačkoli jediné č́ıselné hodnotě spojité veličiny nelze přǐradit nenulovou hodnotu

pravděpodobnosti, je výskyt hodnoty v určitých oblastech přece jen
”
pravděpodobněǰśı“ než

v jiných. Očekávanou hodnotu náhodné veličiny X nazýváme jej́ı středńı hodnotou ⟨X⟩.
V př́ıpadě hladiny glukosy v krvi popsané rovnićı (1) by středńı hodnota byla rovna 4,7.

Tato informace nám ř́ıká, že hodnoty budou do interval̊u v určitém okoĺı č́ısla 4,7 padat

častěji než do okoĺı širš́ıch. K úplné spokojenosti nám však zjevně chyb́ı informace o tom,

do jak širokého okoĺı od středńı hodnoty má náhodná veličina ještě tendenci padat, a kam

už nikoli. Graficky tomuto odpov́ıdá otázka, jak úzce nebo široce se graf
”
smršt’uje“ kolem

středńı hodnoty.

K odpovědi na tyto otázky slouž́ı daľśı charakteristika náhodné veličiny, tzv. rozptyl σ2(X),

přesně definovaný jako středńı hodnota druhých mocnin odchylek od středńı hodnoty př́ısluš-

né veličiny:

σ2(X) ≡ ⟨(X − ⟨X⟩)2⟩ = ⟨X2⟩ − ⟨X⟩2. (2)

Ilustrace pojmu rozptyl je patrná z Obrázku 2a, kde jsou srovnány grafy hustoty pravděpodo-

bnosti pro krevńı koncentraci glukosy, pokud by rozptyl byl 0,16 (červeně) a 0,64 (modře).

Máme-li informaci o tom, že středńı hodnota této náhodné veličiny je 4,7 a rozptyl 0,16,

dokážeme si ihned představit, že hodnoty budou např. do intervalu (5,55; 5,65) padat s menš́ı

pravděpodobnost́ı, než by tomu bylo v př́ıpadě, kdy by byl rozptyl roven 0,64.

a) b)

Obrázek 2: a) Grafy hustoty pravděpodobnosti náhodné veličiny hladina glukosy v krvi (v jed-

notkách mmol/l) s rozptylem 0,16 (červeně) a 0,64 (modře). b) Interval spolehlivosti (95%) pro

hladinu glukosy v krvi.

Vrcholem těchto úvah je zavedeńı tzv. interval̊u spolehlivosti, do kterých padne hod-

nota s předem zvolenou pravděpodobnost́ı (obvykle se pracuje s 95% pravděpodobnost́ı).

Např́ıklad při měřeńı krevńı koncentrace glukosy u 100 zdravých pacient̊u bychom u 95

z nich měli naměřit hodnotu v intervalu (3,92; 5,48). Na obrázku 2b také vid́ıme, že plocha

vymezená t́ımto intervalem odpov́ıdá 95 % plochy pod celým grafem.
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3 Středńı polymerizačńı stupeň, index polydisperzity

Počet monomerńıch jednotek tvoř́ıćıch makromolekulu nazýváme jej́ım polymerizačńım

stupněm X. Je-li molárńı hmotnost monomerńı jednotky MU, pak je molárńı hmotnost

makromolekuly M př́ımo rovna součinu

M = X ·MU. (3)

Jak jsme však naznačili, polymerizačńı stupeň (resp. molárńı hmotnost) vzorku polymeru

už neńı jediným č́ıslem, ale náhodnou veličinou, která nabývá hodnot z určitého intervalu.

Z praktického hlediska se nám ukázalo být užitečné popisovat náhodné veličiny pomoćı

středńı hodnoty a rozptylu. Ne jinak budeme popisovat distribuce polymerizačńıch stupň̊u,

pro které však středńı hodnotu můžeme definovat dvěma základńımi zp̊usoby – existuje tzv.

početně středńı polymerizačńı stupeň ⟨X⟩n (z angl. number) a hmotnostně středńı

polymerizačńı stupeň ⟨X⟩w (z angl. weight).

Zavedeńı početně středńıho polymerizačńıho stupně je intuitivńı. Pokud by vzorek obsaho-

val N1 molekul o polymerizačńım stupni X1, N2 molekul o polymerizačńım stupni X2 atd.,

vyjádřili bychom početně středńı polymerizačńı stupeň jako aritmetický pr̊uměr:

⟨X⟩n =
N1 ·X1 +N2 ·X2 + ...+Nm ·Xm

N1 +N2 + ...+Nm

. (4)

Při použit́ı početně středńıho polymerizačńıho stupně ⟨X⟩n nicméně muśıme poč́ıtat s nepř́ıje-

mnostmi, které jsou spojeny s každým aritmetickým pr̊uměrem. Např́ıklad pokud by byl vzo-

rek tvořen spoustou velkých molekul a jednou malou, byl by početně středńı polymerizačńı

stupeň
”
zkresleně malý“. Možným řešeńım je použ́ıt namı́sto aritmetického pr̊uměru pr̊uměr

vážený, tj. vynásobit polymerizačńı stupně jejich
”
váhami“ a pr̊uměr vypoč́ıtat až z těchto

součin̊u.

Pokud použijeme jako váhy molárńı hmotnosti, źıskáme tzv. hmotnostně středńı poly-

merizačńı stupeň ⟨X⟩w. Pro vzorek obsahuj́ıćı N1 molekul o polymerizačńım stupni X1 (tj.

o molárńı hmotnostiM1 = X1 ·MU), N2 molekul o polymerizačńım stupni X2 (M2 = X2 ·MU)

bychom psali:

⟨X⟩w =
N1 ·X1 ·M1 +N2 ·X2 ·M2 + ...+Nm ·Xm ·Mm

N1 ·M1 +N2 ·M2 + ...+Nm ·Mm

. (5)

Položme si nyńı otázku, jak spolu oba typy středńıch polymerizačńıch stupň̊u souviśı. Aby-

chom se o jejich vztahu něco dozvěděli, dosad́ıme nejprve do vztahu (5) za molárńı hmotnosti

M1 = X1 ·MU, M2 = X2 ·MU apod.:

⟨X⟩w =
N1 ·X2

1 ·MU +N2 ·X2
2 ·MU + ...+Nm ·X2

m ·MU

N1 ·X1 ·MU +N2 ·X2 ·MU + ...+Nm ·Xm ·MU

. (6)

Zjednodušeńım źıskáváme:

⟨X⟩w =
N1 ·X2

1 +N2 ·X2
2 + ...+Nm ·X2

m

N1 ·X1 +N2 ·X2 + ...+Nm ·Xm

. (7)
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Př́ıklad č. 1

Uvažujme hypotetický vzorek tvořený N1 molekulami oktameru a N2 dimeru, jsou-li oba

oligomery tvořeny stejnými monomerńımi jednotkami o molárńı hmotnostiMU = 42 g mol−1.

Vypočtěme hodnoty ⟨X⟩n, ⟨X⟩w a jejich pod́ıly pro systém s celkovým počtem molekul

N1 +N2 = 10, je-li N1 = 10, N1 = 9, ..., N1 = 0.

Řešeńı:

Uvažujme nejprve př́ıpad N1 = 10, tj. vzorek tvořený pouze molekulami oktameru. Plat́ı:

⟨X⟩n =
N1 ·X1 +N2 ·X2

N1 +N2

=
10 · 8 + 0 · 2

10 + 0
= 8,

⟨X⟩w =
N1 ·X2

1 +N2 ·X2
2

N1 ·X1 +N2 ·X2

=
10 · 82 + 0 · 22

10 · 8 + 0 · 2
= 8,

⟨X⟩w
⟨X⟩n

=
8

8
= 1.

Podobně pro vzorek tvořený pouze molekulami dimeru (N1 = 0, N2 = 10) bychom dostali

⟨X⟩n = ⟨X⟩w = 2, tj. ⟨X⟩w/⟨X⟩n = 1. Výsledky pro daľśı hodnotyN1 jsou uvedeny v Tabulce

2.

Tabulka 2: Hodnoty středńıch polymerizačńıch stupň̊u a jejich pod́ıly pro hypotetický vzorek

tvořený molekulami oktameru a dimeru stejné monomerńı jednotky. Ve všech př́ıpadech je celkový

počet molekul 10, přičemž postupně roste počet molekul dimeru na úkor molekul oktameru.

N1 10 9 8 7 6 5 4 3 2 1 0

⟨X⟩n 8,00 7,40 6,80 6,20 5,60 5,00 4,40 3,80 3,20 2,60 2,00

⟨X⟩w 8,00 7,84 7,65 7,42 7,14 6,80 6,36 5,79 5,00 3,85 2,00
⟨X⟩w
⟨X⟩n 1,000 1,059 1,125 1,197 1,276 1,360 1,446 1,524 1,563 1,479 1,000

Źıskali jsme tak dvě d̊uležitá pozorováńı:

a) pro vzorky obsahuj́ıćı pouze jeden typ molekul plat́ı ⟨X⟩n = ⟨X⟩w, tj. ⟨X⟩w/⟨X⟩n = 1;

b) pro vzorky obsahuj́ıćı v́ıce než jeden typ molekul plat́ı ⟨X⟩w > ⟨X⟩n, tj. ⟨X⟩w/⟨X⟩n > 1.

Úvahy podobné těm v př́ıkladu č. 1 bychom mohli zobecnit i na složitěǰśı směsi molekul.

Zdá se tedy, že pod́ıl ⟨X⟩w/⟨X⟩n určitým zp̊usobem odráž́ı, do jaké mı́ry se ve vzorku

vyskytuj́ı řetězce r̊uzných délek, tj. jaký je rozptyl distribuce polymerizačńıch stupň̊u. Tento

výraz si proto zaslouž́ı vlastńı označeńı – jde o tzv. index polydisperzity I, který nabývá

hodnot z intervalu (1,∞), přičemž hodnota I = 1 odpov́ıdá tzv. monodisperzńımu vzorku,

obsahuj́ıćımu jediný typ molekul. Obecně:

I ≡ ⟨X⟩w
⟨X⟩n

. (8)

Pro zájemce nyńı ukážeme souvislost indexu polydisperzity s rozptylem polymerizačńıch

stupň̊u pečlivěji. Tento rozptyl můžeme podle vztahu (2) vyjádřit jako:

σ2(X) = ⟨X2⟩n − ⟨X⟩2n. (9)

6
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Veličina ⟨X2⟩n má význam početně středńı druhé mocniny polymerizačńıho stupně, tj.

vyjádřili bychom ji jako:

⟨X2⟩n =
N1 ·X2

1 +N2 ·X2
2 + ...+Nm ·X2

m

N1 +N2 + ...+Nm

. (10)

Výraz v čitateli ale pro nás neńı neznámý! Stejný tvar měl čitatel výrazu (7) pro ⟨X⟩w.
Zaṕı̌seme-li si součin ⟨X⟩n · ⟨X⟩w pomoćı výraz̊u (4) a (7), źıskáme:

⟨X⟩n · ⟨X⟩w =
N1 ·X1 +N2 ·X2 + ...+Nm ·Xm

N1 +N2 + ...+Nm

· N1 ·X2
1 +N2 ·X2

2 + ...+Nm ·X2
m

N1 ·X1 +N2 ·X2 + ...+Nm ·Xm

=

=
N1 ·X2

1 +N2 ·X2
2 + ...+Nm ·X2

m

N1 +N2 + ...+Nm

= ⟨X2⟩n. (11)

Zjǐst’ujeme tedy, že oba středńı polymerizačńı stupně jsou spojeny jednoduchou vazbou:

⟨X⟩n · ⟨X⟩w = ⟨X2⟩n. (12)

Výraz ⟨X2⟩n se vyskytuje v definici rozptylu polymerizačńıch stupň̊u σ2, viz rovnici (9).

Pokud tento rozptyl vyděĺıme výrazem ⟨X⟩2n a k výsledku přičteme jedničku, źıskáme:

σ2(X)

⟨X⟩2n
+ 1 =

⟨X2⟩n − ⟨X⟩2n
⟨X⟩2n

+
⟨X⟩2n
⟨X⟩2n

=
⟨X2⟩n
⟨X⟩2n

=
⟨X⟩n · ⟨X⟩w

⟨X⟩2n
=

⟨X⟩w
⟨X⟩n

. (13)

Ale to je přece definice indexu polydisperzity! Ukázali jsme si tedy, že index polydisperzity

je vlastně rozptyl polymerizačńıch stupň̊u, který je normován druhou mocninou početně

středńıho polymerizačńıho stupně a následně je zvětšen o jedničku. Přitom pro nulovou

hodnotu rozptylu bychom źıskali jednotkovou hodnotu indexu polydisperzity, jak bychom

očekávali:

I =
⟨X⟩w
⟨X⟩n

=
σ2(X)

⟨X⟩2n
+ 1. (14)

Z praktického hlediska je tedy užitečné charakterizovat vzorek polymeru pomoćı středńıho

polymerizačńıho stupně (kteréhokoli z obou typ̊u) a indexu polydisperzity. Na závěr dodejme,

že existuj́ı i daľśı typy středńıch polymerizačńıch stupň̊u (např. tzv. z -středńı polymerizačńı

stupeň), pomoćı nichž lze zavést i daľśı definice indexu polydisperzity (správně bychom

měli námi definovaný index polydisperzity značit In, abychom jej odlǐsili od ostatńıch). Pro

účely letošńı chemické olympiády si nicméně vystač́ıme pouze se středńımi polymerizačńımi

stupni ⟨X⟩n a ⟨X⟩w. Indexem polydisperzity budeme vždy myslet In, a proto jej budeme

značit pouze symbolem I.

Historicky se r̊uzné definice středńıch polymerizačńıch stupň̊u zaváděly s rozvojem experi-

mentálńıch metod měřeńı molárńı hmotnosti polymer̊u. Metody poskytuj́ıćı molárńı hmot-

nost v podobě
”
jediného č́ısla“ se lǐśı svými fyzikálńımi principy, a proto pomoćı r̊uzných

metod źıskáme pro stejný vzorek r̊uzné hodnoty molárńı hmotnosti. Dnešńı metody umožňuj́ı

měřeńı celých distribućı molárńıch hmotnost́ı polymer̊u (např. rozměrově vylučovaćı chro-

matografie), a tak můžeme pro daný vzorek zjistit všechny typy středńıch polymerizačńıch

stupň̊u současně, a s nimi také všechny indexy polydisperzity.
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4 Distribučńı funkce polymerizačńıch stupň̊u

V předchoźım odd́ılu jsme se seznámili se dvěma základńımi definicemi středńıch polyme-

rizačńıch stupň̊u. Zavedli jsme také pojem indexu polydisperzity a ukázali, že tato veličina

př́ımočaře souviśı s rozptylem polymerizačńıch stupň̊u (viz rovnici (14)). Středńı hodnota

a rozptyl jsou sice kĺıčovými charakteristikami náhodných veličin, přesto však ćıt́ıme, že celá

informace o distribuci náhodné veličiny je o něco
”
bohatš́ı“ a nelze ji beze ztrát redukovat

pouze do dvou č́ısel.

Pokud bychom chtěli popsat náhodnou veličinu úplně, potřebovali bychom tabulku pravdě-

podobnost́ı (v př́ıpadě diskrétńı veličiny), nebo předpis pro hustotu pravděpodobnosti (v př́ı-

padě spojité veličiny). Hustotou pravděpodobnosti může být v principu jakákoli
”
rozumná“

funkce, obvykle se ale setkáváme s některou z typických funkćı, které najdeme v lite-

ratuře zapsané jako obecné funkce s proměnlivými parametry. Např́ıklad v kapitole 2 jsme

předpokládali, že náhodná veličina hladina glukosy v krvi se ř́ıd́ı tzv. normálńım (Gaussovým)

rozděleńım, které je obecně popsáno jako následuj́ıćı funkce proměnné x:

f(x) =
1

σ
√
2π

e−
(x−µ)2

2σ2 . (15)

V této rovnici jsou µ a σ tzv. parametry normálńıho rozděleńı (v př́ıpadě hladiny glukosy

v krvi jsme položili µ = 4,7, σ = 0,4, viz rovnici (1)). Normálńı rozděleńı se předpokládá

při popisu celé řady př́ırodńıch a společenských jev̊u, přičemž pomoćı experimentálńıch dat

a jejich statistického zpracováńı se vždy snaž́ıme naj́ıt co nejlepš́ı odhady parametr̊u µ a σ.

Př́ıjemnou vlastnost́ı normálńıho rozděleńı je skutečnost, že µ má př́ımo význam středńı

hodnoty a σ rozptylu dané náhodné veličiny.

Náhodná veličina polymerizačńı stupeň je sice př́ısně vzato diskrétńı, přesto jej́ı pravděpo-

dobnostńı rozděleńı popisujeme pomoćı spojitých funkćı, jako by se jednalo o hustoty pravdě-

podobnosti. Tyto funkce se běžně označuj́ı jako distribučńı funkce polymerizačńıch stupň̊u,

přičemž dvěma základńımi typy jsou opět početńı a hmotnostńı distribučńı funkce.

Početńı distribučńı funkce polymerizačńıch stupň̊u fn(X) je definována jako pravděpodo-

bnost, s jakou bude mı́t náhodně vybraný řetězec délku X. Obsahuje-li vzorek N1 molekul

o délce řetězce X1, N2 molekul o délce řetězce X2 atd., pak početńı distribučńı funkce pro

řetězec délky Xi bude dána jednoduše vztahem:

fn(Xi) =
Ni

N1 +N2 + ...+Nm

. (16)

Středńı hodnotu pro početńı distribučńı funkci bychom určili tak, že bychom pro každý

řetězec vypoč́ıtali součin X · fn(X) a všechny tyto součiny bychom pak sečetli. Výsledkem

by byl samozřejmě nám známý početně středńı polymerizačńı stupeň:

X1 ·
N1

N1 +N2 + ...+Nm

+X2 ·
N2

N1 +N2 + ...+Nm

+ ...+Xm · Nm

N1 +N2 + ...+Nm

=

=
N1 ·X1 +N2 ·X2 + ...+Nm ·Xm

N1 +N2 + ...+Nm

= ⟨X⟩n. (17)
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Podobně, jen o něco pracněji, bychom dokázali, že rozptyl početńı distribučńı funkce σ2
n(X) je

právě ońım rozptylem, který je v jednoduchém vztahu s indexem polydisperzity (viz rovnici

(14)).

Jiným zp̊usobem je definována hmotnostńı distribučńı funkce polymerizačńıch stupň̊u

fw(X). Zamysĺıme-li se nad vztahem (16), vid́ıme, že jde vlastně o látkový zlomek molekul

tvořených Xi monomerńımi jednotkami. Pokud bychom namı́sto látkového zlomku použili

zlomek hmotnostńı, dostali bychom právě hmotnostńı distribučńı funkci molekul o délce Xi:

fw(Xi) =
mi

m1 +m2 + ...mm

. (18)

Tato funkce nás tedy informuje o tom, jak řetězec dané délky přisṕıvá k celkové hmotnosti

vzorku polymeru. Pokud je ve vzorku př́ıtomno NX molekul, které maj́ı délku X, pak tyto

molekuly přisṕıvaj́ı do celkové hmotnosti vzorku součinem N · MX/NAV, kde NAV je Avo-

gadrovo č́ıslo a MX je molárńı hmotnost odpov́ıdaj́ıćı délce řetězce X. Zapojeńım této úvahy

můžeme rovnici (18) také zapsat ve tvaru:

fw(Xi) =
Ni ·Mi

N1 ·M1 +N2 ·M2 + ...+Nm ·Mm

. (19)

Kdybychom chtěli určit středńı hodnotu pro tento typ distribučńı funkce, opět bychom

pro každý typ řetězce vypoč́ıtali součin X · fw(X) a všechny součiny bychom pak sečetli.

Výsledkem je tentokrát hmotnostně středńı polymerizačńı stupeň:

X1 ·
N1 ·M1

N1 ·M1 +N2 ·M2 + ...+Nm ·Mm

+X2 ·
N2 ·M2

N1 ·M1 +N2 ·M2 + ...+Nm ·Mm

+ ...+

+Xm · Nm ·Mm

N1 ·M1 +N2 ·M2 + ...+Nm ·Mm

=

=
N1 ·X1 ·M1 +N2 ·X2 ·M2 + ...+Nm ·Xm ·Mm

N1 ·M1 +N2 ·M2 + ...+Nm ·Mm

= ⟨X⟩w. (20)

Seznámili jsme se tedy se dvěma základńımi typy distribučńıch funkćı polymerizačńıch

stupň̊u. Podobně jako se k popisu spojitých náhodných veličin použ́ıvaj́ı některé známé

funkce (např. Gaussova funkce popisuj́ıćı normálńı rozděleńı, viz rovnici (15)), existuj́ı také

funkce, které jsou
”
obĺıbenými“ distribučńımi funkcemi pro makromolekulárńı chemii. Tyto

funkce můžeme opět naj́ıt v literatuře zapsané pomoćı jednoho (popř. v́ıce) parametr̊u.

Obvykle se přitom tabeluj́ı oba typy distribučńıch funkćı fn, fw a odpov́ıdaj́ıćı středńı poly-

merizačńı stupně ⟨X⟩n, ⟨X⟩w, a to jako funkce parametr̊u př́ıslušné distribuce.

Velmi často se předpokládá, že se polymerizačńı stupně ř́ıd́ı tzv. Schulzovou–Floryho

distribućı, která je definována vztahy:

fn(X) = (1− b) · bX−1, (21)

fw(X) = (1− b)2 ·X · bX−1, (22)

přičemž b je parametr Schulzovy–Floryho distribuce, reálné č́ıslo, které nabývá hodnot z in-

tervalu (0, 1). Pokud bychom použili výše odvozené vztahy pro ⟨X⟩n, ⟨X⟩w, źıskali bychom:

9
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⟨X⟩n =
1

1− b
, (23)

⟨X⟩w =
1 + b

1− b
. (24)

Podobně pro index polydisperzity pak źıskáme jednoduše:

I = 1 + b. (25)

Schulzova–Floryho funkce popisuje např́ıklad distribuci polymerizačńıch stupň̊u vzorku, který

by vznikl ideálńı radikálovou polymerizaćı s výhradně dispropocionačńı terminaćı. Velkým

triumfem chemické kinetiky je možnost nalézt vztahy mezi parametrem b a podmı́nkami, za

kterých polymerizace prob́ıhá (koncentrace monomeru/̊u, iniciátoru, teplota apod.). Protože

parametr b je v př́ımém vztahu se středńımi polymerizačńımi stupni, a t́ım i s indexem poly-

disperzity, představuje chemická kinetika nástroj, pomoćı kterého lze hodnoty těchto veličin

ćıleně ovlivňovat.

Pro jiné typy polymerizaćı jsou vhodněǰśı jiné distribučńı funkce. Pro účely letošńı chemické

olympiády si představ́ıme ještě tzv. Schulzovu–Zimmovu distribuci. Tato distribuce je

v obecném tvaru definována pomoćı dvou parametr̊u. My ji však uplatńıme pouze k po-

pisu takových ideálńıch radikálových polymerizaćı, které jsou terminovány výhradně rekom-

binačńım mechanismem. V tomto př́ıpadě vystupuje ve vztaźıch pro Schulzovu–Zimmovu

distribuci pouze jediný parametr p:

fn(X) = (1− p)2 ·X · pX , (26)

fw(X) =
1

2
· (1− p)3 ·X2 · pX . (27)

Podobně jako v předchoźım př́ıpadě lze i nyńı odvodit jednoduché vztahy mezi parametrem

p a veličinami ⟨X⟩n, ⟨X⟩w, I:

⟨X⟩n =
2

1− p
, (28)

⟨X⟩w =
3

1− p
, (29)

I =
3

2
. (30)

Použit́ı jednoparametrových distribučńıch funkćı představuje aproximaci názornou a peda-

gogicky př́ıvětivou (proto pouze s nimi budeme v letošńım ročńıku pracovat), v mnoha

př́ıpadech však př́ılǐs hrubou. Často se použ́ıvaj́ı dvou- a v́ıceparametrové distribučńı funkce,

které umožňuj́ı zohlednit některé jevy provázej́ıćı reálné polymerizace (např. současný pr̊uběh

obou terminačńıch mechanismů, přenosových reakćı aj.). Obecněǰśı tvar Schulzovy–Zimmovy

distribuce a daľśıch distribučńıch funkćı (Tungovo–Weibullovo rozděleńı, logaritmicko-normál-

ńı rozděleńı aj.) lze nalézt ve specializované literatuře.
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